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Resumen 

Se analiza el proceso que nos lleva a determinar la matriz del cambio de base de una 
base ortonormal polar a la base en la que se representa las componentes intrínsecas de la 
aceleración (base Tangencial-Normal). Esta matriz pertenece al grupo SO(2 ) y nos da las 
rotaciones en el plano. Utilizaremos coordenadas cartesianas y polares para representar 
el vector de posición, velocidad y aceleración. Y obtendremos expresiones para el radio 
de curvatura. 


1. Introducción 

Representaremos la base ortonormal Polar y la Tangencial-Normal como 

^Polar { P 'r •: P() } • ^Tangencial-Normal ^ { Pp • U ) . ( 1 ) 

El vector de posición y la expresión explícita de la base ortonormal polar viene dada por 
r = x{t)i + y(t)j, ü r = icos 9 + j sin 9, üg = —isind + jcosO. (2) 




7T 7T 

ü r = i eos 6 + jsin 9 = üg = zcos(d + — ) + jsin(9 + — ) = 

= — «sin 9 + jeos 9. 
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Para calcular Üt, necesitamos el vector director de la recta tangente al punto. Por lo que, 


Ut — 


dy_ 

dx 


hemos tomado y = y(x), pero si utilizamos su forma paramétrica, obtenemos 

1 


dx 
dt ' 


dy dy_ ^y_ 

dt : dx x 


Ut — 


y) 


( 3 ) 


y/ x 2 T y 2 

Los vectores expresados en la base canónica o cartesiana la vamos a representar de la forma 

dr . „ . „ , . 

v = — = xi + yj = {x,y). 


Por lo que, el vector velocidad es tangencial a la trayectoria 


V = VÜt- 


Vamos a obtener el vector unitario normal Ün, que nos marca la dirección del radio de curvatura, 
y que no tiene por qué coincidir con la dirección del vector de posición r. Para obtener su 
expresión, tenemos que encontrar el vector unitario que cumpla la condición 


Üt • mjv = 0 


un — 


y/x 2 Ty 2 




( 4 ) 



y 



Representamos de forma matricial 



Donde 0 2 es la matriz cuadrada cero de orden 2, y I 2 es la matriz cuadrada identidad de 
orden 2. Y las Üt,Ün, v e A / Í 2 xi(^)- Y el vector unitario de la velocidad v = ^ = Üt 
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Podemos expresar la relación en forma de composición de funciones. Es decir, si definimos la 
función que nos deriva componente a componente con respecto al tiempo (que va a ser nuestro 
parámetro principal). Sea C(J) el conjunto de funciones continuas sobre un intervalo / C M, 
entonces definimos la aplicación 


D : C(I) x C(l) — > C(I) x C{I) 

(x,y) D(x, y) — (x, y) 

Si tomamos ü r y üg como funciones de (x, y) 


u r = 


{x,y), 


Ug = 


\J x 1 + y 2 ’ ’ x 2 + y 1 

entonces podemos obtener la composición de funciones 

U r O D = Üt, üg O D = Üjy 


í~y,x) 


( 6 ) 



C{I) x C(I) 

U r 

C(I) X C(I) 

Ug 

C(I ) X C(I) 



ü r (x,y) = ü T (x,y) 


(x,y) 


Üg(x,y) = ü N (x,y) 


Üt ° D 1 = Ü r , Ün o D 1 = Üg. 

D -1 : integra las componentes x y y con respecto a la variable t. 

2. Matriz del cambio de base 

Representamos el vector aceleración a con respecto a las componentes intrínsecas y las 
polares, es decir 

a = CLtÜt + CínÜn — CL r Ü r + agüg 4=^ a = {(XTi Cín)b = («r, flfl ) Bp ■ 

Vamos a buscar la matriz del cambio de base en coordenadas cartesianas 
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a T / . . n . cln , . . s. a r , s . ag , . 

— (x, y) + — (- y , x) = —(x, y) + — {-y, x) => 
v v r r 

ÜT &N O r CLfj Q/r ÜM (X r Clf) 

— x y = — x y , — y H x = — y H x 

vvrrvvrr 


1 

v 









Entonces la matriz del cambio de base M = Mbb v en las coordenadas cartesianas 
tiene la forma 


M 





donde r = \J x 1 + y 2 y v = \J x 1 + y 2 . 

Por lo que la relación entre sus bases viene dada por 


M t 

o 2 

o 2 

M l 


Ut 


u n 


u r 


u e 


M t \ matriz traspuesta de M. 


(7) 


( 8 ) 


A partir de la definición de la matriz A dada en ([5]) y de la expresión fl7¡) tenemos que la 
matriz del cambio de base en la forma cartesiana se puede escribir como 


M = A f vAr. 


M l = r t A t \ t A. 


2.1. Matriz M en coordenadas polares 

Calculamos las componentes intrínsecas de la aceleración en el plano en coordenadas pola- 
res. De las expresiones o obtenemos 


dü r 

dt 


dúo, 


düe 

dt 


—9ü r . 


9 = lo: representa la velocidad angular. 
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cLy 

v = — = fü r + rOüo 
dt 


a = — = rü r + rdíiQ + (rd + r9)üg — r9 2 ü r = 
dt 


r = ru r - 

dt dt 

— {ir — r0 2 )ü r + {rÓ + 2 r9)üg 

Las componentes de la aceleración en las coordenadas polares serían: 


a r — f — r9~ 


ae = r9 + 2 r9 


(9) 


x = r eos 9, y = r sin 9 =>• x 2 + y 2 = (r eos 9 — r9 sin 6) 2 + (r sin 9 + r9 eos 9) 2 
Es decir, 

v 2 = r 2 + ( r9 ) 2 . 

La matriz M se puede escribir a partir de mis vectores de la base polar y B 


r 2 + {r9) 2 . 
(10) 


1 / 3 


1/ 


I/- -3 


1 / • . \ 

u r = ~(x,y) 

5 

ug = -(-y,x) 

1 

u T = ~(x,y) 

5 

u N = -(-y,x) 

r 


r 


v 


V 


M — 


Ut • U r Ut ' Ug 
— Ü r p ■ Üg Üt ■ Ü r 


Un ■ Ug — Un ■ u r 
,Ün ' U r Ün ' Ug 


( 11 ) 


Si calculamos los productos escalares en coordenadas polares utilizando las expresiones <m» 
, y utilizando 

x = r eos 9 — r9shi9, y = f sin 9 + r9 eos 9 (12) 

obtenemos, 


Üt ■ ü r = — {xx + ijy) 
vr 


r 

5 

V 


Ü T -Üg = — (- xy + xy) 
vr 


r9 

1 

V 


ü N ■ Üg = — (xx + yy) = ÜT ■ ü r , 
vr 


ü N ■ ü r = — (xy - xy) = -ü T ■ üg. 
vr 


Entonces la matriz M expresada en coordenadas polares sería: 



( 13 ) 
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2.2. Radio de curvatura 

A partir de (1131) . podemos obtener las expresiones de las componentes intrínsecas de la 
aceleración 


clt = —{fa r + rOdo) = — (rr + r 2 99 + rrÓ 2 ) = — = v (14) 

v v dt 

V V p 

V ' ^ 

p = — con JC = r 2 9 3 + (2r 2 — rr)9 + rr9, 

JC 

p: radio de curvatura. 

El radio de curvatura se puede determinar expresando los vectores velocidad y aceleración 
con una dimensión más, es decir 


v = rü r + r9ue + 0 k 

a. = d r U r I - CtgÜg 0 k 






1 

ü r 

Üg 

k 

> v x a = 

1 

f 

r9 

0 


a r 

dg 

0 


k(—r9a r + rag ) = va^k. 


El vector unitario k marca la dirección perpendicular al plano donde están contenidos los 
vectores ü r y üg. Entonces podemos obtener el radio de curvatura de la forma 

V ' 3 

|v x al = ucpv = K, = =^- p = i t. (15) 

|v x a| 

Como se puede ver en la ecuación (na la aceleración tangencial se puede expresar como 
un producto escalar 

vüt = v ■ a 

y como se ve en nía la aceleración normal como un producto vectorial 

VQjjy = |v X a|. 

Para el caso particular del movimiento circular (r es constante), entonces 


2n3 


v = r9, JC — r 9 


^,3q3 

— — = r. 

r 2 9 3 


2.3. Reparametrización de M 

Las matrices M forman el grupo de Lie ortogonal SO( 2). Este grupo nos da las rotaciones 
que se producen en el plano, y se caracterizan porque verifica que 


M l = M~\ 
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Como se trata de un grupo uniparamétrico, utilizando (11311 podemos reparametrizar estas ma- 
trices con el parámetro a (que nos da el ángulo de giro) de la forma 


donde 




( cosa 
— sin a 


sin a 
eos a 


= M a 


(16) 


r rÓ 2 -2 o /í 2 

cosa = -, sinaE — , v —r + r t) . 

V V 

Si aplicamos M en la forma de na sobre un vector genérico del plano, tenemos 


(17) 




A — (A x , A y ), A' = (A'„A' y 


Rota al vector A un ángulo a en el sentido de las agujas del reloj O obteniéndose el vector 
A'. Por ejemplo, si tomamos 


A = i = (1, 0), y rotamos 







A 


j = (0,1), y rotamos 


a = — rad 
2 








Se puede observar, que la matriz M para el valor de a 
traspuesta A t antes definida en (|5]) : 


Me. 

2 


= A*. 


| rad coincide con la matriz 


Es decir, la matriz A nos gira 90° en el sentido contrario a las agujas del reloj O y la matriz 
A í nos gira 90° en el sentido de las agujas del reloj O. 


Para el caso del movimiento circular (r es constante), entonces cosa = 0 =)> a = | rad. 
Utilizando la ecuación ([8]) 


A 

o 2 

o 2 

A 
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Nos va a girar los vectores de la base B = {Üt, Ün} 90 o en el sentido contrario a las agujas del 
reloj O 


y y 




Como 


M e 50(2) => M' 1 = M‘ 


M 

o 2 

o 2 

M 




Hacer la traspuesta a la matriz M es hacer cambiar el sentido de giro. 


